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R E S U M O
São apresentados elementos da Teoria das Posiçõés 
M últipl am en te Separàdas (Teoria PMS) para a síntese co- 
planar de mecanismos art iculados, utilizando uma notação 
uniforme para 1, 2, 3, 4, 5 posições, com base nos c o e f i ­
cientes gen er ali zados da curvatura, Am¿ . São mostradas as 
co nsiderações teóricas que permitem a obtenção de c a r a c t e ­
rísticas especiais como trajetórias com pontos duplos, cús 
pides, tangentes definidas previamente, etc. Essas carac 
terísticas são especif icadas de modo compacto e uniforme.
A Teoria é aplicada em tres casos específicos : 
um mecanis mo  regulador do fluxo de carreteis, um mecanismo' 
de carimbação e um mecan ismo de en ca pamento de carreteis, 
todos apresentando c a r a c t e r í s t i cas especiais de movimento.
0 programa computacional implantado e utilizado 
na Uni v e r s i dade Federal de Santa Catarina é adequado ao sis. 
tema geral de referência e sumariamen te  descrito.
V i i
A B S T R A C T
The basis of The Multiply Separated Positions 
Theory (MSP Theory) in Coplanar Motion is presented for 
linkage synthesis in a uniform notation, using the general 
lized coefficients of the curvature, for 1 , 2 ,  3 ,
4, 5 positions. Theoretical aspects related to special 
features as coupler curves with double points, cusps, djs 
fined tangents, etc., are shown in a short and uniform 
w a y .
The Theory is applied to three specific cases : 
a flow reg ulator mechanism, a stamping me c h an i sm  and a 
wrapping mechanism, all of them producing special motion 
features.
The PMS computer programme set up at the Univ e£  
sity of Santa Catarina is suitable to be used with the 
general reference system and is briefly described in this 
work .
y i i i
1C A P I T U L O  I 
INTRODUÇÃO
A Teoria das Pos i çoes Mú lt ip lamente Separadas(Teo 
ria PMS) está situada entre os métodos algébricos que utj[
1 i zam pontos de precisão para a síntese de mecanismos arti_ 
culados. Esses .pontos de precisão definem as característi^ 
cas do movimento do ac oplador e podem apres entar-se separa^ 
dos de modo finito, infinitesimal e múltiplo. Cóm isto, em 
uma mesma especificação alguns pontos podem ap re se ntar-se 
separados de modo finito, e outros separados de modo infj_ 
ni tesimal .
A teoria PMS permite que sejam especificados, no 
máximo, cinco pontos de precisão que são, em geral, s u f i ­
cientes para a es pe cificação de ca racterísticas especiais 
de movimento como trajetórias com pontos duplos ou triplos, 
cúspides, tangentes definidas, inflexões, trechos retilí_ 
neos, etc., apre sentando-se, portanto, como uma ferramenta 
extremam en te  poderosa para o projeto de mecanismos.
Todas as características especiais de movimento 
são especificadas com um máximo de quinze parâmetros de rrm 
vimento {aff, b „ <¡>¿ }, l = 0, 1, 2, 3, 4, quando e u t i l i z a ­
do o sistema geral de ' referência ou com um número de pa. 
râmetros livres ainda mais reduzido quando é utilizado o 
sistema especial de referência.
Nesta exposição são utilizados os coeficientes
2ge neralizados da curvatura, A ^ ,  que permite m um tratamen 
to unificado de toda a teoria PMS.
REVISAO BIB LI OG RA FICA
TESAR e ESCHENBACH [l] el abo ra r am  em 1 967 a pri_ 
meira tentativa de criação de uma teoria analítica de sTji 
tese de mecanismos que considerasse simul taneamen te  posi_ 
ções finitame nte separadas (PFS) e posições infini tesimaj_ 
mente separadas (PIS) do plano acoplador. Ainda em 1967 
TESAR [2] desenvolveu essa teoria ate três posições multj^ 
piamente separadas (3 PMS) considera nd o si mu ltaneamente 
PFS e PIS. Em 1968 TESAR [3] apresentou a teoria PMS até 
quatro posiçõeso Ainda nesse ano, TESAR e SPARKS [4] com 
pl etaram a Teoria PMS com a síntese coplanar para cinco po 
si ções „
Em 1968 TESAR, SPARKS e WALTERS [5] apresentar am  
um artigo no qual eram discutidos novos aspectos teóricos 
e práticos da Teoria PMS.
Em 1975, ZANINI [6 ] elaboro u a sua tese de d ou t£ 
ramento apr ese nt an do interpretações do significado geomé 
trico de PIS e comparando os resultados obtidos através da 
aplicação da Teoria PMS com aqueles obtidos através da _a 
plicação de métodos de otimização.
A Teoria PMS foi estendida ã síntese de m e c a n i ^  
mos esféricos com os artigos de TESAR, DOWLER e DUFFY [7] 
[8 ] publicados, respectivamente, em 1976 e 1978.
3Na dissertação ora apresentada i realizada a u- 
n i fi cáção da Teoria PMS plana em termos dos coeficientes 
ge neralizados da curvatura, Am£ , que so tinham sido utilj_ 
zados para 5 PMS. 0 sistema especial de referencia e uti 
lizado a partir de 3 PMS, urna vez que permite grande s i m ­
plific ação algébrica. Tres aplicações originais da Teoria 
PMS são apresentadas como exemplos»
A T R A N S F O R M A D O  DA CURVATURA
Considerado o mais importante de toda a síntese 
cinemática, o conceito de transformação da curvatura é a_ 
presentado, a seguir, para o caso plano.
Na Figura 1.1 os planos z e E são superpostos .
0 plano Z e fixo e sobre ele está marcado o sistema fixo 
X, Y de referencia.. 0 plano E é movel e desloca-se sobre 
Z carregando o sistema movel x , y  de referencia.
Para que uma posição do plano movel fique especi_ 
ficada em relação ao sistema fixo de referencia é necessá 
rio que sejam definidas as coordenadas (a, b ) da origem mÓ 
vel e o ángulo 4> entre os eixos x, X . Os parámetros de po^  
sição {a, b, ¢)} tornam-se, então, o conjunto de e s p e c i f i ­
cações para um mo vimento obtido ou a obter.
Assim, para se es pe cif icar o movimento do plano 
móvel utilizando PMS ¿ = 0 , 1 , 2 , ... posições sucessivas, 
assumidas ao longo do seu deslocamento, determina-se o co£ 























5A cada posição £ do plano mõvel, um ponto A per 
tencente a este plano assume uma posição A^, de c o o r d e n a ­
das X¿ , em relação ao sistema fixo. Se A é um ponto 
de círculo, as posições A ¿ , £ = 0 , 1 , 2 , ... estãò sobre 
um círculo gA do plano fixo, com centro em 0 . Em conjun 
to, os pontos A e 0 formam um par de Burmest er  (Figura 1.2).A
De posse desses conceitos, pode-se apresentar um 
enunciado conciso para a transformação da curvatura: se o 
movi mento de um plano movei com relação a um sistema fixo 
de referência, é especificado pelos parâmetros de movimeji 
to (a, b, £ = 0 , 1 , 2 , ..., o problema de t ra ns fo rm^
ção da curvatura consiste em determinar aqueles pontos 
A(x,y) do plano mõvel que assumem posições A^, £ =0,1,2,... 
sobre círculos do plano fixo com centro em 0A (X,Y).
Usando-se duas vezes esta transformação, são olb 
tidos os dois pares (A, 0A ) e (B, 0B ) que p er mi tem a con,s 
trução do mecan ismo mostrado na Figura 1.3. Os pares (A, 0A-) 
e (B, 0B ) de terminam possíveis manivelas, pois garantem ao 
sistema movimento imposto, isto é, um grau de liberdci 
de. Esse sistema e o quadrilátero articulado, e o seu mo 
vimento faz com que o plano ac oplador assuma as posições 
pré-estabelecidas £ = 0 , 1 , 2 , ..., conforme foram especi_ 
ficadas pel.os parâmetros { a , b ,
Ao sistema assim considerado, aplicar~se-ã o se
gui n t e :
(a) o sistema possui um grau de liberdade.
EF ig u ra  1 . 2 - 0  B i n a r i o  a r t ic u la d o
7Figura 1 .3  -  0  Q u a d r i lá te ro  a r t icu lado
8(b) <¡> é a coordenada - general i zada escolhida.
(c) as relações a = a($) e b = ¿>(<¡>) tornam-se as fun 
ções generalizadas de referencia para a es pecifica 
ção do movimento.
(d) pode-se admitir arb it ra ri amente  (j> = t e, então , 
d<j>/dt = 1 .
(e) os sistemas móvel (x,y) e fixo (X,Y), podem ser coji 
siderados coincidentes na posição inicial, de modo 
que a = b = <j> = 0 .
(f) e de interesse o movimento da origem do sistema nrô 
v e l , para a qual x = y = 0 . Suas coordenadas em 
relação ao sistema fixo são X = a e Y = b.
A TR AN SF ORMAÇAO DE COORDENADAS
Considerando o plano móvel na posição especifica^ 
da por {a, b , ¢), ficam estabelecidas as expressões, atra_ 
vis das quais, dadas as coordenadas de um, ponto A(x,y) em 
relação ao sistema m õ v e l , pode-se calcular as suas c o o r d e ­
nadas X, Y em relação ao sistema fixo (Figura 1.4), e rec_i[ 
procamente.
Está transformação de coordenadas entre o siste 
ma fixo e o sistema movei é basica para o tratamento analí 
tico da síntese coplanar.
9Figura 1 .4  -  A Transform ação de coordenadas
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C A P Í T U L O  II 
ELEMENTOS DA TEORIA PMS
2.1 - INTRODUÇÃO
A concepção analítica da Teoria PMS engloba, em 
um tratamento matemático unificado, des locamentos finitos 
(P-P) e infinitesimais (PP) de um plano m o v e i , permitindo 
ainda todas as combinações possíveis desses deslocamentos 
para 3, 4 e 5 PMS . Esses deslocamentos múltiplos, tomados 
em relação a unia posição inicial de referência, constituem 
se no aspecto fundamental da teoria.
Nesta exposição foram utilizados os coeficientes 
ge neralizados da curvatura, A m ¿ , com a finalidade de unifi^ 
car a teoria PMS em termos de uma notação concisa e comply 
tamente abrangente.
0 sistema especial de referência (<j>Q = a Q = b Q = 
a j ■= b j = 0 , b 2 = 1 ) permite grande simplificação alébrica 
e, por isso, foi utilizado a partir de 3 PMS.
0 sistema especial de referência não chega a se 
constituir em uma limitação prática, já que pode sempre ser 
utilizado, embora na especific aç ão  de 3, 4 e 5 PMS haja , 
em geral, a necessidade do uso de transform ações de coorde 
nadas e de escala.
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2.2 - TRÊS PMS
Uma Posição
Ao se considerar o deslocamento de um plano m ó ­
vel sobre um plano.fixo (Figura. 1.1), cada uma das p o s i ­
ções I = 0, 1, 2, ... fi ni tamente separadas (PFS) do pla^ 
no mÓvel e especificada pelos parâmetros de movimento 
{¿z £ , h % , <j> I ..= 0, 1, 2, .... Um ponto qua lq ue r A(x,y) 
do plano móvel (Figura 1.4) tem, então, as suas c o o r d e n a ­
das definidas em relação ao sistema fixo de referência X,Y, 
como
X = X cos 4> - y sen cp + a
(2 .2 .1 )
Y = X sen <j> + y cos <j) ■+ b
onde <p pode ser considerado o parâmetro independente do mc) 
vimento imposto, de modo que £'= a(<j>) e b = b (<$>)..
Se os sistemas fixo e movei de referencia forem 
coincidentes na posição inicial I = 0 , então <J> = a Q 
b 0 = ° *
Duas Posições
Duas posições finitamente separadas (2 PFS) do 
plano móvel são esp ecificadas por {am > e (an ,2>n ,4> },
e definem um pólo de rotação Pm n . Se m e n são especj_ 
ficadas como posições sucessivas, n = m + 1. Para m, posjT_ 
ção inicial, m = 0 e n = 1 . Na posição inicial os si s te? 
mas móvel e fixo de referência podem ser tomados coinci
12
dentes. Se, alem disso, o pólo P for requerido na ori_
gem comum dos sistemas, as duas posições £ = 0 , 1 do p 1 _a
no móvel serão especificadas por {O, 0, 0} e {O, o_n
de (j>i é o ângulo finito de giró do plano mÕvel ao passar 
da posição £ = 0 para a posição £ = 1 .
0 deslo camento  do ponto A(x,y) correspondente
as duas posições m, n do plano móvel, finitamente s e p a r a ­
das, pode ser escrito como
AX = X n - Xm
Con sid er an do a equaçao (2.2.1),
AX = x( cos 4>n - cos 4>m ) - y (sen <(>n - sen <j)m ) + « n -
AY = x ( s e n <frn - sen cf>m ) + y (cos c¡>n - cos <|>m ) + - b m
( 2 . 2 . 2 )
0 polo P mn ë o único ponto que não se desloca 
quando são consideradas as posições £ = m, n do plano mó 
v e l . Portanto, para o polo Pm n > AX = AY = 0 , o que leva 
as coordenadas do pólo no sistema móvel , através de (2 .2 .2),
* P B n ■ ----- W  tsen <‘n - V  - « s  < V » , »2 sen I V ™  2 2 .
2 - (2.2.3)
1 ’ d) + é é + cb
yPmn = <cos ^  (°n*a J  + s e " - t y *  (b n-b J >
2 sen
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As coordenadas do polo P mn em relação ao sistema
fixo de referência podem ser obtidas considerando a inveja
sa da tr an sf ormação (2 .2 .1 ) e que Xp = x^ e y^ =Kmn Kmn Kmnn
yp mn
a +a b -b <j> - éV n m n m „ . Yn YmX = ------  - ------ -cot -------
mn 2 2 2
' V fcm a n~a m ^  V + mY p  = --------- - --------- c o t  ---------
mn 2 2 2
(2.2.4)
Se m e n sao duas posiçoes paralelas, =
CO0 e cot ----- - -> oo , indicando que o pólo Pmn possui 
ordenadas infinitamente grandes.
0 tratamento analítico de duas posições infinite 
simalmente separadas (2 PIS) pode ser considerado a paj^ 
ti r do acréscimo A<j>, pequeno, dado ao parâmetro i n d e p e n ­
dente. Com esse acréscimo, um ponto do plano movei sofre 
um deslocamento que pode ser expr esso pelas alterações AX 
e AY de suas coordenadas em relação ao sistema fixo:
AX = X (<J> + A<f>) - X (<J>)
(2.2.5)
AY = Y (4) + A<¡)) - Y (4>)
Cons iderando as equações (2.2.1) e (2.2.5) con-' 
juntamente, tem-se
1 4
AX = -X s e n <j> A (¡> - y c o S 4> A 4> + a ( <p + A ) - a (¢) 
AY = X cos 4> A cf) - y s e n <i> A + fc ( <j> + A 4> ) - b(<p)
Considerando agora os limites
AX dX1 1 m ----- = ----- = X
A(j) -> 0 d<j>
AY dY
1 i m —— - = -----  = Y '
A < J > 0- A(  ^ d<|)
tem-se as equaçoes que representam um deslocamento i n f i n i ­
tesimal de um ponto do plano movei :
dX = (-X sen 4> - y cos $ + a ') d<f>
( 2 . 2 . 6 )
dY = ( X cos cf) - y sen <j> + b ' ) d<f>
Duas p o s ições, in f in itesima 1 men te separadas, do pla^  
no móvel definem um centro instantâneo de rotação C, para 
o qual ,
XC = Y C = 0
A partir de (2.2.6), obtém-se, então, as coordenadas 
do centro instantâneo de rotação em relação ao sistema nu) 
vel como
x c = a ' sen <p - b ' cos <j> ( 2 2 7 )
y c = a 1 cos <i> + b ‘ sen <í>
1 5
Substituin do  as expressões (2.2.7) na equação
(2 .2 .1 ), obtém-se as coordenadas do centro instantâneo de 
rotação em relação ao sistema fixo.
X c = a - b '
( 2 . 2 . 8 )
Y c = b + a'
Considerando uma variação contínua para o valor 
de <j> na equação (2.2.7), tem-se as equações paramétricas 
que definem o cerítrodo m õ v e l . Procedendo do mesmo modo 
em relação a equação (2 .2 .8 ), tem-se as equações que defj_ 
nem o centrodo fixo.
0 tratamento analí tico de 2 PFS e 2 PIS, consider 
rado globalmente, é realizado sob o título de duas posições 
múltiplamente separadas, 2 PMS. A notação utilizada para PMS 
inclui os índices j, k e , com a seguinte significação:
j = contador do número de PFS, podendo assumir os V£ 
lores 0, 1, 2, 3, 4.
k = contador do número de PIS co rrespondente a uma 
dada posição finita. Pode assumir os valores 0,
1, 2, 3, 4.
£ = contador do número total de PMS Pode assumir os 
valores 0 , 1 , 2 , 3 , 4 .
Considerando os índices j, k, £ , a equação










dkY ( j , k , £ ) = ----rr {:< sen cp + y cos ¢)
ri ad(j) ¢-4. d¢ ¢^¢-
(2.2.9)
Para 2 PFS , os contadores (j, k, £) assumem os 
valores (0 , 0 , 0 ) para a primeira posição e (1 , 0 , 1 ) para 
a segunda. Para 2 P I S ,  os valores são (0, 0, 0) para a 
primeira posição e (0 , 1 , 1 ) para a segunda.
0 significado de PMS em cinemática ê melhor com 
preendido em termos de deslocamentos do plano m õ v e l . Aqui , 
PMS implica em movimentos mistos de PFS e PIS inseridos 
dentro de uma filosofia analítica válida para todos os ti_ 
pos de movimento, simultaneamente. Co ns iderando  a posição 
de referencia m = 0 e uma posição geral n = £ , o c o n c e i ­
to de 2 PMS pode ser obtido combinan do -s e os resultados 
das equações (2 .2 .2 ) e (2 .2 .9 ) quando n = 1 , ou seja:
AX = AX, = ( d 4> ) o > 1 d(f>
£ {x (cos ¢ - cos <j>0 )
- (sen <f> - sen <j) ) + a - a Q }
SY = AY = {d<(.)0 , 1 d
^ {x (sen <f> - sen 4>Q ) +
+ (cos ¢ - cos 4>0 ) + b - b o > ¢ = ¢■
1 7
Permitindo que os sistemas coordenados sejam coijn 
cidentes na posição inicial , 4>0 = a Q = b = 0 , e então
A X x = (d(¡))
d(J)
{x(cos ¢) - 1 ) - y sen $ + a }
, = 4,.
A Y x = (d<j>)
d (J)
íx sen (j) - y (eos $ - 1 ) + b }
ou, mais compactamente, introduzindo os "coeficientes gene^ 
ralizados da curvatura" , A mJ?; ,
= f s e "
,k
S i  = ------ £  }d<í>K
( 2 . 2 . 1 0 )
6 i
e m q u e  <b = « = b = 0 , ^ v o o o
A X 1 - (d<j>) a =ü.x -  \ , . y  + A s t
AY, = ( d(J) ) -  A 3ÍX + A 6£
1 8
Tres Posições
A restrição linear e importante para o p r o j e t i s ­
ta que pode usa-la, por exemplo, na síntese do me c an i sm o  
biela- manivela, e deve ser consi d e r a d a .,
Como urna reta do plano fixo pode ser descrita
por
L o X + L j Y + L 2 0 ,
se o ponto A(x,y) assume 3 PMS sobre urna reta, entao, para 
cada posição l = 0 , 1 , 2 , tem-se:
(2 .2 .1 1 )
onde (^£> £ - 0, 1, 2 são as coordenadas do ponto A
em relação ao sistema fixo-, para cada posição especificada 
do plano m õ v e l .
Para exclui r o coeficiente L 2 de futuras co ns id £ 
rações, pode-se escrever o sistema (2 .2 .1 1 ) como
- *0 -  L 0 < X x - V  + L I <Y l - ¥ o) = °
* 2 - »0 = L o < Xa - Xo> + L 1 < Y 2 - Vo) = 0
( 2 . 2 . 1 2 )
Para que existam soluçoes diferentes da trivial,
o determinante principal do sistema (2 .2 .1 2 ) deve ser nulo:
x 2 -  xo
Y . - Y o
y 2 - Yo
(2.2.13)
1 9
Co nsiderando a equaçao (2.2.9), os elementos des^ 
se determinante podem ser generalizados e escritos como
X £ - X 0 = ----£ íx(cos ¢) - cos <f>0 ) - y ( s e n  ¢) - sen <J> ) }
d<() <(>=<í>.
d<(>
(a(4>) - a( <f> ) }
4,=4,.
(2.2.14)
{x(sen cp - sen <j> )'+y(cos 4> - cos ¢-,)) + 
d<T 0 0 ¢ = ^
d<j> {*(<*») - * ( * J }
onde £ = I, 2.
Consider an do  o sistema especial de referencia, 
<j) = aQ - bQ = 0 e introd uz in do os coeficientes gener al iz a 
dos da curvatura (2.2.10), a equação (2,2.13) assume a for 
ma ,
A „ x - A y + A A x + A y + A
3 2  if 2 5 2  if 2 3 2 6 2
Desenvolvendo 0 determinante  (2.2.15), e colocar^ 
do em evidência as potências de x e y, resulta
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( x 2 + y 2 ) ( A 31 A U2 - A U1 A 3 2 ) + x ( A 51 A lt2 +
+ ^ 3 1  ^ 6 2  “  ^ 3 2  ^ 6  1  ”  ^  1  ^ 5 2 )  +  y ( ^ 6 1  ^  > + 2  +
0 (2.2.16)
A equaçao (2.2.16) mostra que o lugar geométrico
dos pontos do plano móvel que assumem 3 PMS sobre uma reta 
é um círculo.
neos C , C Q2 e C 1 2 , pe rt encem ao círculo (2.2.16) por
possuTrem, no máximo, duas posições distintas para as três
posições consideradas do plano móvel. Para o polo P 0 1 >
X - X = Y - Y„ = 0, e a primeira linha do determinantei o i o r
da equação (2.2.12) se anula. Para P o 2 » e a segunda l i ­
nha que se anula. Para P 1 2 > tem-se X 2 = Xi e Y 2 = Yi , 
e as duas linhas do de terminante tornam-se iguais.
Ago = Ago = 0 . Se, além disso, a x = b 1 = 0, então, A S1 = 
A = 0 , e o polo P 0 1 » ou o centro instantâ neo C 01 , coiji 
cide com a origem comum. Neste caso, o círculo (2.2.16 ) 
torna-se
Os pólos P 0 1 , P 02 e P 12 ou os centros instantã
Quando <pQ = a Q = b Q = 0, os sistemas fixo e nu) 
vel são coincidentes na posição inicial do plano móvel, e
+ y
^52^31 “ 1




Desejando-se que o circulo seja tangente aos ej_ 
xos X, X, o coeficiente de x na equação (2.2.17) deve 
ser nul o .
\ 2 " s , -  » s ,  = «  ( 2 . 2 . 1 8 )
A




Fixando a escala dos sistemas de modo que o diá 
metro do cTrculo seja unitario* o coeficiente dé y deve 
ser igual a -1 .
' A E „ A „ , - A e A ,
52 31 62 = - 1  (2 .2 .2 1 )
forma
A |*2 A 31 - Aijj A g 2 
S ubstituindo (2.2.19) em (2.2.21), obtem-se
A «+ 1 { & k 2 A 3 i - A 41 A 3 2 )
b = -----------------------------  ( 2 . 2 .2 2 )
A 2 + A*3 1 4  1
A equação do circulo, então, pode ser escrita na
x 2 + y 2 - y = 0 (2.2.23 )
As condições impostas acima, ou seja,
< z = 2> = < j > „  = 0o o Y o
2 2
e mais as condições (2.2.18) e (2 .2.21 ) .constituem-se no 
sistema especial de referencia, que apresenta a van tagem 
de simplificação- dos calculós e pode ser aplicado em graji 
de número de situações práticas.
Pode-se obter expressões simples para os valores 
de a 2 e b z em cada caso de 3 PMS quando i utilizado o sis^ 
tema especial de referência.
19 Caso: PPP (3 PIS)
Neste caso, <f> • = <j> = 0 e, entao,J 'J
d
A 31 = ---  {cos ¢ - 1 }  = -sen 4> = 0
d ¢) <p = (pQ
d




{ COS ¢ ) - 1 }  = - COS cf> = - 1
(2.2.24)
d 4» <P = (P,
d 2A,, = ---- {sen 4>} = -sen <J> = 0
d * 2 0
Substitu in do  os resultados (2.2.24) em (2.2.19) 
e (2 .2 .2 1 ), tem-se
Neste caso, os pontos do círculo descrevem trajj? 
torias com uma inflexão instantânea. Devido a isso, para
2 3
3 PIS, o círculo (2.2.16) e denominado círculo de i n f l e ­
xão. No sistema especial de referencia, o círculo de i n ­
flexão é dado pela equação (2.2.23).
29 C a s o : PP - P ( 2 P I S  e 1PFS)
Neste caso, <(> = 0 e é um ángulo finito quaj_
q ue r .
A ,, = -sen <j> = 03 1 Y O
A 41 = cos <f>0 = 1
A 32 = cos (J)1 - 1
A , 2 = sen <¡>1
Então, a 2 = 0 e b 2 = 1 - eos (p 1
0 círculo (2.2.16) torna-se o lugar geométrico 
dos pontos do plano movel que traçam uma trajetória que 
possui, instantaneamente, uma tangente definida, e a te_r 
ceira posição de cada um desses pontos, finita, estará soi 
bre essa tangente, por isso, o círculo e denominado círcu
1 o ponto - t a n g e n t e .
3Q C a s o : P-P-P (3 PFS)
Agora, c|> = 0, mas <j>} e são ângulos finitos
quaisquer.
A 3 j = cos <j) j - 1 A u  = sen ^
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A g2 = cos ¢2 - 1 A 42 = sen <J>2 
Então,
tf)2-(í,l ¢2 4*1
a 2 = -2 sen ------  sen - sen ----
2 2 2
e
¢ 2-^1 ¢2 4>j
b - 2 sen ------  sen - cos ----
2 2 2
Para este caso, o círculo (2.2.16) é o lugar geo^ 
métrico dos pontos do plano movel cujas trajetórias i n t e r ­
ceptam uma reta do plano fixo em três posições f i n i t a m e n ­
te separadas. Este círculo, denominado círculo de três po^  
sições, é dado no sistema geral de referencia pela equação
(2.2.16) e no sistema especial pela equação (2.2.17).
Equação Generalizada da T ransfor ma çã o da Curvatjj 
ra .
A determinação dos pontos do plano movei que as^  
sumem 3 PMS sobre um arco de círculo G(X,Y) permite que 
sejam estabelecidas as restrições físicas circulares que 
fornecem 0 mov imento especifi ca do  por 3 PMS.
A restrição circular e dada para os casos de 
PMS na forma
d kg (X,Y) = — r {Q ( X 2 + Y 2 } + 2Q 1X + 2 Q 2Y + Q 3) = 0  
com £ = 0 , 1 , 2 , . . .  , (2.2.25)
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Na posição inicial, £ = j = k = 0, e a  equaçao
(2.2.26), toma a forma
9o< W QA K  + Y n) + 2 Q + 2Q Y. + Q0  0  0  1 0  2 0  3 = o
(2.2.27)
Subtraindo  a equaçao (2.2.27) da equaçao (2.2.26), 
obtém-se uma expressão livre do coeficiente Q 3:
G £ (X,Y) = g £- g 0 = {Q 0 ( X ^ Y ^ X S - Y J )  + 2Q l (X-X0 )
+ 2 Q 2(Y - Y 0 ) }
com i = 1 , 2 , ... (2.2.28)
Usando a transformação fundamental (2.2.9) e cori 
siderando as condições especiais <j>Q = a Q = b Q = O, a equji 
ção (2.2.28) assume a forma
ra2+ b z
+ x(a cos <j) + b sen ¢) +
+ y ( - a sencf) + Z?coS(J))
+ Q, X ( cos <f) - 1 ) - y sen (|) - a
+ Q X sen (J) + y ( cos <f> - 1 ) +b
com l = 1 , 2 , (2.2 .29)
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Introduzindo os restantes coeficientes generali 
zados da curvatura,
<jk a 2 + b 2
A0£ = ~ T {------------- }0,6 d<j> 2 4)=<J).u
d^
A = — - {a cos <J> + b sen cf>} (2.2.30)
d(j)k =
dk
A . = — ¡- {-a sen <|> + £> cos ¢) 
d4)k
e conside ra nd o os coeficientes dados em (2 .2 .1 0 ), a e q u a ­
ção (2.2.29) pode ser reescrita como
G £  =  V A 0 ¿  +  A u x  +  +  M A 3 £ X  ■  \ ¿ y  +  A 5 £ }  +
+ Q 2 (An x + A 3¿y +. A 6 A ) = 0
com £ = 1 , 2 , ...
que e uma expressão linear em termos das coordenadas x, y 
do ponto genérico A.
Uma expressão mais condensada pode ser obtida fa
zen do
R£ = A o £ + A i£X + A 2 iy 
S Z = A 3 £ X " A4 £y + A 5 £
T £ = A 4£X + A 3Zy + A 6£
27
e, entao,
G J. = Q 0 R 4 + «, S . + Q 2 T i = 0
com £ = 1 , 2 , . . .  (2.2.31)
Considerando as posições £ = 1 , 2 ,  a equação
(2.2.31) resulta no sistema
Q0 R1 + Q1 s . + q 2 t : = 0
Qo R 2 + Q, s 2 + Q 2 t 2 = 0
que fornece as coordenadas , Y do centro de curvatu M o a o a —
ra 0 a :
X = - 1± = Rl J > ~ * 2 Tl
°a %  S T - S T1 2 2 1
(2.2.32)
Na Figura 2.2.1, o ponto P 01 corresponde ao polo 
ou centro instantâneo de rotação para as posições I = 0, 1 .
0 ponto A ( r , 8 ) e um ponto qualquer, do plano móvel e 0a (r*,e*) 
é o centro do círculo sobre o qual o ponto A assume 3 PMS .
Co nsideran do  a equação (2.2.32),
,/a { ( R , T 2- R zT 1) *+ (R 2S j- R , S 2 ) 2} 1/2 -
r* = ( X . + Y 2 ) ---------------:—-------:----- -------------Oa o a ' c t ç to  z  i ! -  ¿  i  ! 2
Como A 01 = Ajj = A 21 = 0 , então R 1 = 0 , De mo
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Figura 2 .2 .1  -  Transform ação da curvatura para 3  P M S





S T  - S T2 1 1 2  J J ' ' " 3 2  "i t l
2 2 2 2 2 2 
s i + T i - (x + y ) ( A 3i + a u )
e
^2 ~ ^02 + A 12X + ^ 22^
Então
(fl02 + A j 2 x + A 22y ) ( x 2 + y 2 ) l/2 ( A 3* + A , J ) I/2 
( X 2 + y 2 - y) ( A 32A^ x - A 31A It2)
ou, em coordenadas polares, ■_
( A o 2 + A 12 r cos 0 + A 22r sen 6 ) ( A 3 i + A ^ j ) 1^ 2
r *  = ----------------------------------------------------------------------------------------
(sen 0 - r) ( A 32A 1+1 - A 31.AI(2)
No caso PPP, tem-se a equação de Eul er-Savary
r s e n e
r* = -----------
sen 0 - r
No caso PP-P,
r s e n (6 + <j>j) + s e n z (4>1/ 2 )
r* = :---------- - ----------------------
sen 0 - r .
r 2 (t* + s' 1 / 2
S T - S To 2 I j ■>) 1 2




r sen (0 + <f>2 - <f> 1 /2 ) + sen sen(<J>,/2 )
sen 0 - r
(2.2.33)
Notand o que no caso PPP <j>. = <¡>Q = 0 para £
0, 1, 2 e que no caso PP-P = <pQ = 0 para £ = 0, 1 , 
a equação (2.2.33) pode ser considerada válida para todos 
os casos de 3 PMS , e juntamente com
♦i
compoe a solução do problema da t r a n s f ormaçao da curvatura 
para 3 PMS no sistema especial de referencia.
2,3 - QUATRO PMS
As especifi ca çõ es de 4 PMS podem ser feitas com 
as seguintes combinações principais: PPPP, PPP-P, PP-PP, 
PP-P-P e P-P-P-P, onde P-P representa duas posições firvi_ 
tamente separadas, e, PP, duas posições i n f i n i tesimalmehte 
separadas .
0 problema da transformação da curvatura para
3 PMS é satisfeito por todos os pontos do plano móvel,pois 
cada ponto assume três posições I = 0 , 1 , 2 , que definem 
um círculo sobre 0 plano fixo. Assim, 0 problema de 3 PMS 
possui °°2 soluções. Se são especificadas 4P MS , 1 = 0, 1,
2, 3, 0 problema da transformação da curvatura passa a per
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mitir » soluções, pois a con dição adicional representada 
pela quarta posição restringe as so-Tuções aos pontos de u- 
ma curva: a cúbica dos pontos de cTrculo.
0 Ponto e a Reta de Bali Generalizados
0 ponto de Bali é o ponto do plano móvel que as 
sume 4 PMS sobre uma reta
L X + L Y + L = 0 (2.3.1 )0 1 2  ' '
do plano fixo: a reta de Ball. As posições (X^, Y ¿ ), £ = 
0, 1, 2, 3 do ponto de Bali ( x ^ , ) devem satisfazer a e_ 
quação (2.3.1). Assim,
L 0X¿ + + L 2 = 0 (2.3.2)
com £ = 0 , 1 , 2 , 3
Para remover o coeficiente L 2 de futuras conside^
rações, cada equação do sistema (2.3.2) pode ser subtraída
da equação correspondente a £ = 0 , obtendo-se
= Lo < \  - Xo> + M * *  - ( 2 - 3 - 3>
coni £ = 1 , 2 , 3
ou
A £ =. L o ^ D X £ ^ + M D Y £ ) = 0 (2.3.4)
com £ = 1 , 2 , 3
0 tratamento de PMS exige que seja obtida uma e_x 
pressão para a função linear genera 1i z a d a ,.o que pode ser
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realizado considerando-se DY^ os deslocamentos gene
ralizados que sofre um ponto do plano movei quando este as 
sume PMS em relação ã posição inicial £ = 0 . Os d e s l o c a ­
mentos finitos são dados pela equação (2 .2 .2 ) e os desloca 
mentos generalizados, finitos (k = 0 ) ou infinitesimais 
(k > 0 ), são obtidos através da tr an sf ormação fundamental
(2.2.9), na forma
D X ^ { Í
x( cos <j) - 1 ) - y sen <j) + a } d<p.k




ou, em termos dos coeficientes generalizados da c u r v a t u ­
ra (2 .2 .1 0 ) ,
D X £  ■ < A  = £ *  -  ' W  +  A ^  d *
D\  - <A, £ X + A. ^  + ^
(2.3.5)
Substituin do  as expressões (2.3.5) na equaçao
(2.3.2), obtém-se a função linear generalizada dada por
= L-,(A „ X - A „y + A „ ) + L ( A n x + A „y + A . ) = 0£  0 V 3 £  5 l ! l '  3 £  s £ '
com £ = 1 , 2 , 3
Para £ = 3, a relação L 1 / L o é dada por
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Lj 3 A 3 3x - A 4 3y + A 5 3
L q DY 3 A 43X + A 3 3-V + A 63
Para ¿ = 1 , 2 ,  a equação (2.3.3) é satisfeita 
por todos os pontos do círculo (2.2.16) que e 0 lugar geo> 
métrico dos pontos do plano móvel que possuem 3 PMS sobre 
uma reta do plano fixo. Conseque ntemente, 0 ponto de Bali 
estã sobre esse círculo (Figura 2.3.1).
Escolhendo B'(r', 0^') como um ponto sobre a re 
ta de Bali, mas de tal modo' que P 01B ‘ lhe seja normal,
L itan 0 £ 1 = tan (0^ + 3 ) = -----
0
Então,
tan 0, + tan 6 A, x, - A, „y, + A c ,b 33 b *4 3J b 53
1 - .tan Qb tan 3 A ^ x ^  + A 33y & + A 63
Como
X, = r ,  cos 0, = sen 0, cos 0,b b b b b
y, = r, sen 0, = s e n 2 0,b b b b
(2.3.6)
entao, a partir da equaçao (2.3.6), obtem-se a expressão 
geral para a determinação do ponto de Bali:
tan 0,b
A 5 3  + A 6 3  t a n  3  
A 3 3  + A 6 3  + A , 3  t a n  2
E a reta de Bali e dada na sua forma geral por
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Figura 2.3.1 -  A reta e o ponto de Bail
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X + y tan (0^ + 3 ) - {cot + tan(e& + 6 ) } s e n 20& = 0
Expressão Generalizada da Curva dos Pontos de
Círculo
0 lugar geométrico dos pontos do plano móvel que 
assume m 4 PMS sobre um círculo G(X,Y) = 0 do plano fixo é 
chamado curva dos pontos de círculo.
Considerando a forma geral do círculo no plano 
fixo dada pela equação (2.2.25) para l = 0, 1, 2, 3, a re 
moção da constante Q 3 pode ser obtida com o sistema (2.2.28) 
para £ = 1 , 2 ,  3, con st ituído  de três equações homogêneas 
a tris incógnitas: Q 0 , Qj e Q 2 . 0 de terminante principal 
desse sistema deve ser nulo para que sejam admitidas soljJ 
ções diferentes da trivial. Usando a transformação fundjj 
mental (2.2.9), os coeficientes generalizados da curvatura
(2.2.10), (2.2.30) e as condições especiais .( c¡) = a Q = bQ = 
= a i = b i = 0 ), tem-se
AiiX + A 2 iy + A 0 i ^ j X - A ^ j y  + As j  Aiti^ + A 3 1y + A 61
A j 2 X  +  A 2 2 y  +  ^ 0 2  ^ 3 2 ^  ” ^ h 2 y  ^  5 2 A i t 2 X  +  A 3 2 y  +  A 6 2 :::0
A 13X + A 2 3y + A 03 A 33X - A 43y + A 53 A 43x + A 33y + A 63
(2.3.7).
onde
A = A = A = A = A = 0.0 1 1 1  2 1 5 1 6 1
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Os e l e m e n t o s  do d e t e r m i n a n t e  da e q u a ç ã o  (2.3.7) 
s ã o  f u n ç õ e s  l i n e a r e s  de x e y . D e s e n v o l v e n d o  e s s e  d e ­
t e r m i n a n t e ,  o b t é m- s e  a e x p r e s s ã o  g e r a l  da c ú b i c a  dos  poji 
t o s  de c í r c u l o :
( x 2 + y 2 ) { Ax + By }  + C x 2 + Dy2 + Exy  + Fx + Gy = 0 (2.3.8) 
onde
A = A i 2 ( A 1+i.A3 3 - A3 1 A i* 3 ) + A 1 3 ( A 3 iAtt 2 - A4 1 A3 2 )
B = A2 2( ^>4i ^33  - A 3 1 A i, 3) + A 2 3 ( A 3 j A 4 2 - A4 1 A 3 2 )
C =  A 0 2 ( A l t i A 3 3 -  A 3 1 A 4 3 )  +  A o  3 ( ^ 3  1 A  i+ 2 _ A i í i A 3 2 )  +
+ Ai2(AitiAs3 - A 3iA6 3 ) + A 13( A 31A g 2 - hni&si)
D = A o2 ( A i* i A'33 - A 3 1 A 4 3 )  + Ao 3 ( A  3 1 Al, 2 - A 1 4 1 A 3 2 )  +
+  A 2 2 ( A 3 i A 5 3  - A 4 1 A 6 3 ) - A 2 3 ( A 3 i A 5 2  +  A  1* 1 A  6 2 )
E = A 1 2 ( A 3 i A 53 + A i* i A 6 3 ) -  A i 3 ( A 3 1 A s 2 + A i, i A 6 2 ) +
+ A 2 2 ( A i, 1 A 5 3 - A 3 i A 6 3 ) - A2 3 (Ait i A 52  “ A3 1 A6 2 )
F = A0 2 (Ait i A 5 3 - A 3 i A 6 3 ) + A 0 3 ( A 3 \ 2 ~ A4 1 A5 2 )
G = A 02 ( A 3 i A 5 3 + A i) 1 A g 3 ) - A0 3 ( A 3 1 A 52  + h h l & 6 2 )
Pa r a  0 c a s o  de 4 PI S  , e c o n s i d e r a n d o  as  c o n d i ­
ç õ e s  e s p e c i a i s  (_<J>0 = a 0 = ¿0 = « í  = £ x = «2 -  0 ,  ¿ 2  -  1 )  * 
a e q u a ç ã o  (2.3.8) toma a f or ma  da c ú b i c a  de c u r v a t u r a  e s t a
3/
c i o n ã r i a :
(x 2 + y 2 ) {(a3 + 3) X + b 3y } - 3 x y  = 0
2.4 - CINCO PMS
As combinações principais de 5 PMS (PPPPP, PPPP- 
P, PPP-PP, PPP-P-P, PP-PP-P, PP-P-P-P, P-P-P-P-P) permitem 
a espe cificaç ão  de movimen tos com uma grande variedade de 
ca racterísticas (Figuras 2.4.1, 2.4.2, 2.4.3, 2.4.4, 2.4.5, 
2.4.6 e 2.4.7), de onde resulta a potencia 1 idade da Teoria 
PMS..
0 problema da transformação da curvatura para 4 
PMS apresenta infinitas soluções, pois os pontos de círcjj 
lo correspondentes const it uem uma cúbica f(x,y) ■= 0 do 
plano m o v e i . Se são es pe ci ficadas 5 PMS sucessivas, £
0, 1, 2, 3, 4, a quantidade de soluções e finita. C o n s i ­
derando f o 12 3 como a cúbica dos pontos de círculo corres^ 
pondente as quatro posições £ = 0, 1, 2, 3 e f 0 i24 » o 
mesmo em relação ãs posições £ = 0, 1, 2, 4, então, as 
intersecções dessas cúbicas constituem-se nos pontos do 
plano mõvel que possuem 5 PMS sobre um círculo do plano fi_ 
x o .
Ora, a teoria das curvas algébricas assegura que 
ex istem nove intersecções entre duas cúbicas. Dessas, os 
polos ou centros instantâneos P 0 i , P 12 e P 02 são pontos 




Figura 2 .4 .1 .  -  5 PFS, P-P-P-P-P, definem dez
pólos de rotação
X





Figura 2.4.4. 5 P M S ,  PPP-P-R As 3 PIS  
definem a curvatura K = V r em 
um trecho da trajetória
X
Figura 2 .4 .5  -  5 PM S, PPP-PP. Esta combinacâo X
define uma curvatura K = Vr e uma tangente
A
- 0
Figura 2 .4 .6 . -  5 PMS, PPPP-P. As 4  PIS definem X 
uma curvatura  K = Vr e sua derivada K1
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portanto, como três intersecções reais. Dois pontos c o m ­
plexos representam mais duas intersecções. São as quatro 
intersecções restantes que satisfazem o problema de 5 PMS. 
Se todos estes quatro pontos forem reais, existem quatro 
pares de B u r m ester que levam a seis soluções originais. Se 
apenas duas intersecções forem reais, o problema tem solju 
ção única. 0 problema não terã solução se os quatro p o n ­
tos forem complexos.
0 círculo de Burmester é dado em relação ao si_s 
tema fixo pela expressão
G ( X , Y ) = Q 0 (X2 + Y 2 ) + 2 Q rX + 2 Q 2Y + Q 3 = 0
a partir da qual, utilizando o sistema especial de referen 
cia (<}>0 = a Q = b Q = 0 ) e os coeficientes generalizados da 
curvatura (2.2.10) e (2.2.30), obtém-se a equação de res^ 
trição circular generalizada
A + A..Q x + A„„Q y + A „(Q x + Q„y) +°£ 0 1 £  0 2 £  ° 3 £  1 V 1
+ A - Qiy) + A n + A o , = 0 (2.4.1)2 1 5£v 1 6 £ 2 ■ v '
para £ = 1 , 2 , 3 , 4
cujas incógnitas sao (x, y) ,  as coordenadas do ponto de 
Burmester no plano móvel, e
Q i Q 2
X ----------  Y = -------
0» 0.
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as coordenadas do centro de Burmester no plano fixo. Como 
existe uma equação para cada uma das quatro posições £ = 
1, 2, 3, 4, o sistema (2.4.1) é determinado.
Dividindo-se a equação (2.4.1) por Q , obtém-se
a equaçao não linear
A  o  £  +  A  i  £ X  +  A 2 £ y  +  — ------------------------- +  — :---------------------------------------+
xQi + y Q 2 x Q 2 - yQi
-------- + --- :—
«o «o
Qi Q 2
+ A sí —  + A st —  = 0 ’ (2.4.2)
^ o V o
£ = 1 , 2 , 3 , 4
que é linearizada quando se considera o novo conjunto de 
sete incógnitas
Z 0 Qo ~ XQo Z 2 - y Q 0
z 3 = xQi + yQ2 Z4 = x Q2 - y'Qi z 5 = Qi 
z 6 = Q 2
de modo que a e q u a ç ã o '(2 .4 .2 ) torna-se
-I A Z = 0 , £ = 1 , 2 , 3 , 4  (2.4.3) 
m=0
que se constitui em quatro relações lineares, uma para cada 
valor de £ .
As relações quadráticas
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Z ] Z 5 + Z 2Zg
(2.4.4)
z 0 z ,  = Z , Z 6 -  z 2 z 5
j untamente com as equações (2.4.3) representam seis rela 
ções em termos de seis incógnitas Zm /Z0 , m = 1 , 2 ,  ..., 6 , 
de modo que ex ist em quatro soluções que podem ser todas re 
ais', todas complexas ou duas reais e duas complexas. Essas 
soluções tem a forma
Z j Z 2X = (-----) y = (-)
n 7 n n 7 „L o ¿ o n
T- 5 Z 6
X " " ‘“ ’n Y" = ‘“z T ’
Co nsiderando a solução para o caso de 5 PMS do 
plano movei e supondo que Z 0 , Z 1 e Z 2 sejam valores c o ­
nhecidos, pode-se reescrever a equação (2.4.3) na forma
A 3£Z 3 + A 4S,Z 4 + A 5£Z 5 + A 6 £ Z 6 "A O %1 0 7 A 1 % 1 1 " A 2 % Z 2
£ = 1 , 2 , 3 , 4  (2.4.5)
Usando a regra de Cramer, a solução do sistema 
linear (2.4.5) toma a forma
Z. = Z B. + Z C, + Z D. (2.4.6)1+2 0 1  1 1  2 1  V '
i = 1 , 2 , 3 , 4
onde
A representa o determinante da matriz dos coe ficientes do 
sistema (2.4.5) e A representa os cofatores referentes 
ã s p o s i ç õ e s £ , i .
Se A -* 0 , Q e um círculo de Burmester de1 5 2 —
genera em reta, de modo que um ponto de Bu rmester possui 
5 PMS sobre urna reta»
Se A i O , a equação (2.4.5) fornece expressões 
para Z 3, Z 4 , Z 5 e Z 6 em termos de Z 0 , Zj e Z 2 . S u b s t i ­
tuindo estas expressões na equação (2.4.4), obtém-se as cc) 
nicas de Bottema no plano móvel:
D „ y 2 + {(Dj + C J x  + B ^  - D j }y + C 3x 2 + ( B 3- C x) x -  B x = 0
D 3y 2 + { ( C 3-D„)x + B 3 - D 2 }y - C^x* + ( C 2-B,Jx + B 2 = 0
(2.4.7)
Os quatro pontos de Burmester são as i n t e r s e c ­
ções dessas cóni cas . Combi nando-se as duas quadrjã 
ticas (2.4.7) para a eliminação de y , obtém-se a quarti-
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r- 4 r  3 r- 2 r-E 1x + E 2x + E 3x + E 4 x + E s = 0
o n d e
E j = (c - h ) 2 - f(c - h) (a - f) + h(a - f ) 2 ,
E 2 = ( h - c )  [2 ( p - d ) + f ( b - g ) ]  + ( a - f )  [ f ( p - d )  + 
+ g(h - c) + p(a - f) + 2h(b - g ) ] ,
E 3 = (d - P ) 2 + 2 ( h - c ) ( q - e )  + ( b - g )  [ f ( p - d )  +
+ g ( h - c )  + h ( b - g ) ] +  ( a - f )  [ f ( q - e )  +
+ g(p - d) + q (a - f ) + 2p(b - g)] ,
= ( b - g )  [ f ( q - e )  + g ( p - d )  + 2 q ( a - f )  +
+ p ( b - g ) ]  + ( q - e )  [2(p - d ) + g ( a - f ) ]  ,
E s = ( e - q ) 2 + g ( q - e )  ( b - g )  + q ( b - g ) 2
D 3 + C (, ^ ^  - D ^ C 3
a = -------- b =   ■ c = --
D D D4 i* i*
B 3 - c ! -Bi C 3 - D,
d = -------- e = -----  f = --------
Df  Du . D 3
B 3 + D 2 -C„ C 2 - B„
g = ------------------ h = ------------ p = -------------------
d 3 d 3
4 6
b 2
As raízes reais e complexas da quãrtica podem ser 
calculadas por um processo analítico, obtendo-se os quatro 
valores de x n . Os correspondentes valores de y n podem, 
então, ser calculados por
( h - c )  (xn )2 + (p - d ) x n + ( q - e )  
n (a - f ) x n + (b - g)
e os centros de Bu rmester são determinados através das e x ­
pressões
- -(83 + C 3 x n + D 3 y n )
Y n = - ( B ,  +  C ,  x n +  0 4 y n )
n = 1 , 2 , 3 , 4
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EXEMPLOS DE APLICAÇÕES DA TEORIA PMS
3 . 1 -  INTRODUÇÃO
A teoria PMS foi utilizada no projeto dos m e c a ­
nismos de regulagem do fluxo, carimbação e e n c a p a m e nto pa 
ra uma máquina de embala r carreteis de esparadrapo. A m a ­
quina foi concebida com tres módulos distintos:
a) o primeiro, denominado módulo de alimentação, recebe 
de modo de sordenado os carreteis e as capas, que são 
ordenados e enviados ao segundo módulo para serem 
submetidos ao início do pro ce ss am ento de embalagem.
b) o segundo, denominado módulo de preparação, recebe 
os carreteis e as capas ordenadamente, regula o seu 
fluxo, carimba e encapa os carreteis e, por sua vez, 
envia-os para o terceiro módulo. No segundo modulo 
foram previstos mecanismos articulados para executar 
as tarefas de regulagem do fluxo, carimbação e enca, 
pamento.
c) o terceiro, denominado módulo de empacotamento, recjí 
be os carreteis encapados, ordena-os e coloca-os na 
embalagem. Os mecanismos articulados previstos para 
este modulo ainda não foram dimensionados.
Neste capítulo pretende-se apres en tar o procedj_
C A P Í T U L O  I I I
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mento utilizado na síntese cinemática dos mecanismos de re 
gulagem do fluxo, carimbação e en capamento previstos para 
o segundo modulo.
3.2 - MECANISMO DE RE GULAGEM DO FLUXO
As operações de carimbação e encapamento exigem, 
do modo como foram concebidas, o fluxo intermitente das ca 
pas e dos carretéis. Esta in termitência poderia ser obtj_ 
da através de diferentes dis positivos, entre eles, a roda 
de Genebra com seis rasgos.
Embora a máquina pudesse utilizar uma roda de Ge 
nebra acionada do modo clássico, tentou-se obter esse acio 
namento através de um rolete instalado na barra a c o p l a d o ­
ra de um quadrilát er o articulado.
As car acterísticas principais desejáveis do movi_ 
mento do rolete são a entrada suave nos rasgos da roda de 
Genebra, uma trajetória aprox im ad amente circular durante o 
aci onamento, um acioname nto sem acelerações e uma trajetjõ 
ria externa curta e sem interferencia com a roda. Trata-se 
de um problema de síntese de trajetória e a especific aç ão  
adotada para o movimento foi a de 2 PIS, com a c o n f i g u r a ­
ção PP - PP - P . Na entrada da roda, assim como na saída,
2 PIS definem tangentes ã trajetória do rolete. A e s p e c i ­
ficação de 1 PFS no trecho externo completa a config uração 
de 5 P M S .
Tomando a origem do plano móvel como ponto do a
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copiador, usou-se o sistema geral de referencia para e v i ­
tar uma trajetória com cúspide (Figura 3.2.1).
Para ' & = 0 , a 0 = 0,424 e b 0 = 0,245 foram to 
mados como as coordenadas do ponto de acoplamento com a ro 
da. Como o problema Ó de síntese de trajetória, os angui 
los <j)j são livres para otimização. Na esp ec ifi cação que 
gerou o mecanismo definitivo tomou-se cpQ = 30° .
A esp ec if icação de a x e b x depende da definição 
das tangentes ãs trajetórias de dois pontos do plano movei 
no instante co rrespondente ã posição i = 0 . A tangente a 
trajetória do rolete tem inclinação de 30° no ponto de aco 
plamento, então o centro instantâneo de rotação C0 l(XCQl ,
!
Y C 0 j ) deve estar sobre a normal
y = - 1 ,732 X + 0,980 
Para X C Q] = -0,6 , Y C 0 j = 2,019 , e a x e b x são dados por
a i = Y C 0l - h o = 1 >774 
b x = a 0 - X C Q1 = 1,024.
Para a posição l = 2 * na saída da roda de 6en^ 
bra, foram especificados,
0-2 = 0,424
b 2 = -0,245
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Os parâmetros de mo vi me nto para ¿ 3 foram de^  
terminados de modo análogo ao que foi utilizado para 5 - = 1 .  
Com a normal definida por
y = 1 , 732 X - 0,980
para
X C 2 3 = 0,6 e YC 2 3 - 0 , 059
tem-se
a 3 = 0 , 304 e ¿ 3 = -0,176
A quinta posição foi definida por
= 0,490 b k = 0,000 <|> • = <f> 2 = 75°
Entre os mecanismos obtidos, o da Figura 3.2.2, 
apresenta uma trajetória satisfatória para o ponto do aco^ 
piador, boa mobilidade e barras proporcionais. Como a cons^ 
trução de modelos indicou um bom funcionamento do sistema, 
esse mecanismo e proposto como solução para o problema do 
ac ionamento da roda de Genebra.
3.3 - MECANISMO DE CARIMBAÇAO
As principais caracterí.sti cas desejáveis para o 
mov imento  do mecanismo de carimbaçao de carreteis foram de 
finidas por uma aproximação paralela da face atuante do ca_ 
rimbo sobre a superfície a carimbar e, logo após a carimba^ 
ção, afastamento instantáneo. Estas características suge
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Figura 3 . 2 . 2  -  Mecanismo de regulagem do fluxo
\
b 3
rem um cúspide na trajetória do ponto do acoplador.
Um cúspide ë obtido na trajetória do ponto do a^ 
copiador quando este ponto torna-se um centro instantâneo 
de rotação em alguma posição de sua trajetória.
Usando a combinação PP - P - P - P (onde PP signi_ 
fica 2 PIS e P - P ,  2 PFS) , e o sistema especial de referêjn 
cia, o sistema movei x , y e o sistema fixo X, Y de c o o r_ 
denadas são coincidentes na posição inicial £ = 0. Então,
^o = a o = b o = 0 *
Uma rotação instantânea define tangentes as tra_ 
jetÕrias de todos os pontos do plano movei , com exceção ú- 
nica do centro instantâneo de rotação C 0l ( XC 0 1 , Y C 0 1 ). To 
mando X C ul = Y C 01 = 0 > a origem do sistema móvel apre.seji 
ta um ponto de cúspide na sua trajetória ao passar pela o_ 
rigem do sistema fixo.
Usando a equação (2.2.8),
As posições I = 2, 3, 4 são especificadas como 
PFS e foram usadas para oti mi za r as características do me 
canismo (Figura 3.3.1).
0 mecanismo da Figura 3.3.2 foi obtido com as ejf 
pecificações apresentadas na Figura 3.3.1 . E do tipo mani^ 
vela - bala n c i m , possui boa mobil id ade e barras proporcio-
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P P - P - P - P
t i k a b 0
0 0 0 0,0 0,0 0,0°
1 0 1 0,0 0,0 —
2 1 0 0,49 -0 ,24 5,0°
3 2 0 0,59 -0 ,07 -20,0°
4 3 0 0,35 0,07 -23,0°
Figura 3  3.1 -  Especif icações para o m ecanism o de 
carimbacao
Figura 3 . 3 . 2 .  -  M e c a n is m o  de c a r im b a çã o
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nais. Esse mecanismo e apresentado como uma solução possuí 
vel para o problema da carimbação de carreteis, uma vez 
que os modelos aprese nt aram boas condições de funcionamein 
t o .
3.4 - MECANISMO DE ENCAPAMENTO
A operação de encapamento dos carreteis foi co£ 
cebida de tal maneira que exige do ponto do acoplador uma 
trajetória de pequena curvatura em um trecho relativamente 
longo. Durante a execução desse trecho da trajetória, o 
carretei e empu rrado e depois introduzido e fixado no inte 
rior da capa. Além disso, o acoplador tem a função de im 
pedir que o carretei, ao chegar no fundo do acumulador, es 
cape ou tombe. A construção de modelos mostrou que, nesta 
função, se inclinado na posição inicial (Figura 3.4.1), o 
a co plador ainda orienta o carretel para dentro da capa , 
mesmo sem empurrã-lo.
Outras características exigidas para o mecan ismo 
de encapamento são uma boa transmis são de forças e a pre 
sença dos pivôs fora do acumulador, e de um mesmo lado.
Foi adotada a espe ci fi cação de 5 PFS , a p r e s e n t a ­
da na Figura 3.4.1 . A posição £ = 0 define a posição i n 
ciai do acopl ador e I = 1 a posição final, de modo que ape 
nas o trecho £ = 0, 1 é utilizado. As outras posições 
foram utilizadas de modo a otimizar as c a r a c t e r í s t i cas do 
me ca n i s m o .
A Figura 3.4.2 apresenta uma proposta de solução
5 6
P - P - P - P - P
l j k a b 0
0 0 0 0,0 0,0 -3o
1 1 0 -0,254 0,028 0o
2 2 0 -0,412 0,067 7o
3 3 0 0,181 -0,370 54,3°
4 4 0 0,274 0,066 5,5°


























para' o problema do encapamento de carretéis. Trata-se de 
um mecanismo manivela- ba la ncim, que devera ser tr a ns f o r m a ­
do em um mecanismo de seis barras para que o acoplador exe 
cute apenas o movimento útil.
Um modelo desse mecanismo demonstra um bom f u n ­
cionamento na execução da tarefa de enc apamento de carree 
teis.
b 9
C A P Í T U L O  IV 
CONCLUSÕES E RECOMENDAÇÕES
4.1 - CONCLUSÕES
A síntese de me can ismos de quatro barras e b á s i ­
ca e pode ser utilizada na obtenção de mecanismos planos 
de 5, 6 e mais barras, e de mecanismos espaciais. Desse mc) 
do, a teoria PMS aliada a inversão, cognação angular e coçi 
nação de trajetória torna-se um meio de amplos recursos na 
obtenção de movimentos com as mais variadas c a r a c t e r í s t i ­
cas.
A Teoria PMS é uma ferramenta poderosa para o pro 
jeto de mecanismos quando se dispõe de um programa computa 
cional para aplicã-la. A es pe cificação eficiente dos parã 
metros de movimento b , entretanto, requer habj_
lidade e conhecimento vasto da teor.ia de mecanismos.
A primeira especifica çã o dos b r a r a ­
mente leva a resultados satisfatórios. í com a análise 
dos resultados obtidos e com a modificação paulatina dos 
parâmetros de entrada a cada especificação, que o projetis^ 
ta pode esperar que os resultados se encaminhe m para a so 
l u ç ã o d e s e j a d a .
Quando são utilizadas apenas P F S > a importância 
dos {a , b (j) } é Óbvia, mas a compreensão profunda d e s ­
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sas esp ecificações inclui, por exemplo, o conceito de polo 
de rotação e polo relativo, quando são desejados pontos du 
pios ou quando há necessidade de coordenação angular entre 
os movimentos das barras.
A análise de espec if ic ações com 2 PIS serve-se 
pr in cipalmen te  dos conceitos de derivada de primeira ordem 
e centro instantâneo de rotação, que permitem a obtenção 
de trajetórias com tangentes definidas e cúspides.
As especifica çõ es  com 3 PIS exigem enorme discer^ 
nimento por parte do projetista. A quantidade e a s u t i l e ­
za dos conceitos envolvidos torna a tarefa de e s p e c i f i c a ­
ção de 3 PIS um cuidadoso estudo das influências que a po
sição e as dimensões do círculo de inflexão, assim como a 
e specif ic aç ão da curvatura exercem sobre os mecanismos ob 
tidos. Esses conceitos crit er io sament e manipulados são re 
cursos poderosos para a obtenção de características e s p e ­
ciais como trechos retilíneos, inflexões e curvaturas, mas 
compõem um complexo conjunto de informações difícil de ana 
lisar, e essa complexidade aumenta ã medida que mais PIS 
são u t i 1 i zadas .
A abordagem prática e consciente a 4 e 5 PIS só 
pode ser realizada apÓs uma grande penetração no s i gn if i e^  
do dos conceitos da primeira e segunda derivadas da curva 
tura, da cúbica de curvatura estacionária, do Ponto de Bali., 
etc., considerados isoladamente e em conjunto, inclusive 
com o círculo de inflexão.
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Na prática, a obtenção de um mecanismo u t i l i z á ­
vel é conseguida após uma série de especificações. A cada 
e s pe ci ficaçã o dos parâmetros de mo vimento eleva-se a quaji 
tidade de mecanismos e de informações com eles relacionada. 
Se, por um lado, uma grande quant idade de mecanismos ofere 
ce variedade de opções ao projetista, por outro lado, juji 
tamente com os outros dados fornecidos nos relatórios do 
computador, co ns ti tu e m um volume de informações penoso de 
examinar. Entretanto, a analise desses relatórios se cons 
titui no aspecto fundamental para o desen vo lv imento da síjn 
tese de mecanismos através da Teoria PMS e quanto mais pro 
funda for essa análise, maior a po ss ib ilidade de êxito em 
uma nova especificação.
Assim, a Teoria PMS apresenta-se ao projetista 
de mecanismos como uma arma sofistic ada de amplos recursos, 
mas que exige do usuário um alto nível de qua lif ic aç ão têc 
nica.
4.2  - RECOMENDAÇ0ES
0 domínio da es pe cificaç ão  da Teoria PMS deve 
surgir da pratica frequente e do aprofu nd amento teórico . 
Neste ap ro fundame nt o cabe o desenv ol vi mento de uma sistemã 
tica de e speci fi ca ção para os diversos tipos de problema; 
síntese de trajetória, síntese coplanar, coordenação angjj 
lar de b a r r a s , etc.
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A Teoria PMS plana no sistema geral de r e f e r ê n ­
cia é de grande importância porque elimina as restrições 
do sistema especial, e pode ser desenvolvida com a utiliza_ 
ção dos coeficientes general izados da curvatura 5 Am£ • A 
Teoria PMS esférica já esta desenvolvida e pode ser obje 
to de estudo.
A síntese de mecanismos através de métodos de o-
timização é de grande interesse prático. Os algoritmos jã
desenvolvi dos 'poderiam sem implantados na UFSC e tornados 
disponíveis aos projetistas.
Um processo poderoso para a síntese de m e c a n i s ­
mos pode ser desenvolvido aliando-se um método de otimiza 
ção com a teoria PMS. No caso de PFS, por exemplo, p o d e ­
riam ser especificadas vinte posições do plano movei . Dej> 
sas, seriam escolhidas, si stematicamente, cinco posições, 
e aplicada a teoria PMS. Esse processo seria repetido, os 
resultados analisados e os melhores mecanismos a p r e s e n t a ­
dos. No caso de PMS, as PI.S po deriam ser consideradas fi 
x a s .
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A P E N D I C E  1
O PROGRAMA PMS
O programa PMS está escrito em linguagem FORTRAN 
IV e permite a utilização da teoria PMS tanto com o siste 
ma geral quanto com o sistema especial de referência. E s ­
se prog'rama foi trazido da Inglaterra pelo Pro fessor José 
Carlos Zanini, que o utilizou durante a elaboração de sua 
tese de d o u t o r a m e nto e foi implantado pelo autor desta dis 
sertação no sistema IBM/360 da UFSC, utilizando precisão 
dupla para as variáveis reais.
0 programa PMS foi elaborad o de tal modo que é 
permitida ao usuário a es pe cificaçã o de dois conjuntos de 
parámetros angulares, ¢., para as posições finitas.vJ
No programa principal são lidos alguns dados de 
entrada e ê exercido o controle geral sobre todo o progra 
m a .
A subrotina MSP5 comanda os cálculos mais impoj^ 
tantes realizados no programa e imprime alguns resultados.
A subrotina INPUT lê e imprime os dados de entrai
d a .
A subrotina EQUATN identifica o caso e s p e c i f i c a ­
do de PSM e calcula os coeficientes generalizados da curva 
tura, A m £ , que são utilizados em outras subrotinas.
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A subrotina MATEST aplica testes sobre as m a t r i ­
zes para verificar casos de degeneração.
A subrotina INFPTY calcula os coeficientes da cú 
bica de curvatura estacionaria, suas coordenadas, ponto fo 
cal e assíntota. Calcula o centro e o raio do círculo de 
inflexão.
A subrotina Z1Z0 verifica os casos de d e g e n e r a ­
ção das cúbicas, calcula os coeficientes da quãrt i ca, caj_ 
cuia as coordenadas dos pontos de Burmes te r e imprime es^  
ses resultados.
A subrotina STLINE trata o problema da e s p e c i f i ­
cação de posições sobre uma reta.
As subrotinas MATRX3 e MATRX4 calculam d e t e r m i ­
nantes de terceira e de quarta ordem, respectivamente.
A subrotina COG calcula as coordenadas dos pivôs 
dos mecanismos cognados e imprime resultados.
A subrotina MOTION classifica os mecanismos ori_ 
ginais e cognados de acordo com o criterio de Grashof.
As subrotinas MOVEI, M O V E 2 e M0VE3 estão relacio^ 
nadas ã utilização do traçador de gráficos para desenhar 
as cúbicas.
0 diagrama de fluxo apr esentado na Figura 1 pre 
tende mostrar a estrutura lógica do programa PMS.
0 programa PMS reconhece sete casos de 5 PMS. Es 


























dos pelo usuario do programa •
Caso 1 PPPPP £ . 0 1 2 3 4
k 0 1 2 3 4
j 0 0 0 0 0
Caso 2 PPPP-P £ 0 1 2 3 4
k 0 1 2 3 0
j 0 0 0 0 1
Caso 3 PPP-PP £ 0 1 2 3 4
k 0 1 2 0 1
j 0 0 0 1 1
Caso 4 PPP-P-P £ 0 1 2 3 4
k 0 1 2 0 0
j 0 0 0 1 2
Caso 5 PP-PP-P £ 0 1 2 3 4
k 0 1 0 Î 0
j 0 0 1 1 2
Caso 6 PP-P-P-P £ 0 1 2 3 ' 4
k 0 i 0 0 0
j 0 0 1 2 3
Caso 7 P-P-P-P- P £ 0 1 2 3 4
k 0 0 0 0 0
j 0 1 2 3 4
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onde
j = contador das PFS.
k = contador de PIS para cada posição finita.
I = contador de PMS.
A seguir são apresentadas as instruções para a. 
entrada de dados no programa PMS. Para cada problema, to­
dos os cartões devem ser repetidos, com exceção do primei_ 









1 1 a 2* Número de problemas a se 
rem resol vi d o s .
NPROB
2 1 a 10 1.0 se forem especificadas 
posições sobre a reta.
Para todos os outros ca­
sos, deixar em branco.
GOSTLN
3 1 a 2* Número do caso PMS NCASE
3 a 4* Qu antidade de parâmetros 
a serem especificados.,
NAP
5 a 6 * Qu antidade de parâmetros
b a serem especifica- À.










7 a 11 Controle de impressa'o dos 
resultados. Colocar 0.0 
ou 1 .0 .
TRACE
12 a 16 2.0 para saïda em f o r m a ­
to exponencial das coor 
denadas da cúbica. 1-0 
para saída em formato F.
VARFMT .
4 1* Valores de j (posições JA
ate fi ni t a s ) .
4 + NAP - 1
2* Valores de k (derivadas) KA
3 a 22 Valores de a QX/ HANGA
4 + NAP 
até
1* Valores de j (posições 
finitas).
JB
3 + NAP + NBP
2* Valores de k (derivadas) KB
3 a 22 Val ores de b ^ HANGB
4-+ NAP + NBP
1 a 10
Primeiro conjunto de p a ­
rámetros angulares <J>j , 
em graus:
para j = 0









11 a 20 para j = 1
21 a 30 para j = 2
31 a 40 para j = 3
,41 a 50 para j = 4
5 + NAP + NBP 1 a 20 Valor inicial de Y para 
o traçado da cúbi ca .
STARTY
21 a 40 Incrementos de Y STEPY
41 a 44* Número de valores de Y a 
serem usados no gráfico 
da cúbica.
NOYVLS
6 + NAP + NBP
1 a 10
Segundo conjunto de parâ 
metros angulares em 
graus: 
para j = 0
G(5)
11 a 20 para j = 1
21 a 30 para j = 2
31 a 40 para j = 3
41 a 50 para j =  4
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A P E N D I . C E '  2
OS COEFICIENTES GE NERALIZADOS DA CURVATURA
Estes coeficientes permitem uma exposição da teo^ 
ria PMS unificada em termos de notação. Seus valores (Ta 
bela 1) dependem do valor de £ , do caso PMS e do sistema 
de referencia utilizado. São definidos como segue:
cl k a 2 + b 2
d(j) . 2 <j) = c¡) j
dk
A 1¿ = A u¿(J > k ) = — ¡< í<2 eos 4> + è sen <j>}
d<f> 4>' = (|)j
dk
A 2£ = A 2¿ ( J » k ) = — IT {_a sen <¡> + b eos' <¡>}
d ¢) ¢) =<P j
í s e n  „d(j) 4)=4) j
dk
A 5 £ "  A 5 ¿ ( J" ’ k ) T 7 kd<j> 4> = <¡)j
= A ^ ( j’k) = S  l b \  ,. d<p fp =  <p.
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A Tabela 1 apresenta expressões para o cálculo 
do valor dos coeficientes generalizados da curvatura para 
todos os casos de 5 PMS. Para k >. 2 considera-se j = 0 











A P Ê N D I C E  3
A ESPECIFICAÇÃO DO MOVIMENTO
Na es pe ci ficação de 5 PMS, a primeira posição do
plano móvel, co rr espondente a £ = 0, ê o b rigator ia me nte
finita. Assim, os valores dos parâmetros { a „ , b n> <j>r } são0 0 0
finitos e arbitrários, se é utilizado o sistema geral de 
referência. No caso de ser utilizado o sistema especial , 
os sistemas de coordenadas movei e fixo são coincidentes 
na origem e a Q = b Q = <j> = 0 .
A segunda posição, £ = 1 , do plano móvel pode ser 
separada da primeira, £ = 0 , de modo finito ou i n f i n i t e ­
simal . Quando se trata de 2 PFS , os parâmetros de movimejn 
to b^, <j> } são esta be lecidos  arbitrariamente, e as po
sições £ = 0, 1 definem um pólo de rotação P Q i ( X P q a >YPoi).
Se e utilizado o sistema especial de referência,
X P 01 = Y P 01 = 0  e ’ e n t ã o ,  a l = b 1 = 0 ,
Quando se trata de 2PIS , a definição das tangein 
tes ao movimento instantâneo de dois pontos permite a loca^ 
lização do centro instantâneo de rotação C 0 l ( X C 0 1 , Y C 0 1 ) , 
de modo que
«1 = Y C 01 - ¿>0 
b i ~ a a - X C Q1 
No sistema especial de referênci a , a = b x = 0 .
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Na especificação de 3 PMS pode-se ter très casos 
principáis: P-P-P, PP-P e PPP, onde P-P representa duas 
posições separadas finitamente e, PP, duas posições separa^ 
das in f i n i tesimal m e n t e . Nos dois primeiros casos, o que 
ficou estabel ec id o acima e suficiente para a especificação 
de a , ¿>2 , $ . Se for utilizado o sistema especial de re? 
ferincia, tem-se para P-P-P: <j> é estabelecido arbitraria^
mente
<t>2 ~ 2a = -2 s e n ---------sen —— sen
<t>.¿ - <¡>2 • ¢2 4>a
2 sen - -------- sen ---  cos -——
Para PP-P, tem-se ^  escolhido ar bi trariamente,
a2 = 0 e b z - - cos (¡¡j .
A especificação de 3 PMS, entretanto, exige defi_ 
nições a respeito do conceito de curvatura de uma trajeto 
ria, que é definida por
1 j X 1 Y " - Y X " ¡
{ ( X 1 )2 + (Y ' J2 } 3'*
onde p é o raio de curvatura.
Os pontos do plano movel para os quais K = 0 es 
tão sobre o círculo de inflexão, definido no sistema geral 
de referencia por
onde
T = b sen <j> . + a l sen ¢, + a 2 cos ¢ - - b  cos <j> .ü ü J \J
W = b cos ¢. + a cos ¢ - - a sen <J> . ~ b  sen <j>.
¿ J 1 J J * J
No sistema especial , = 0 , b z = 1 , e o c í r c u ­
lo de inflexão tangencia o eixo movei das abcissas na or^
gem» e possui diámetro unitario. Seus pontos possuem 3 PIS 
sobre uma reta.
Quando ë usado o sistema especial de referencia 
para a es pe cificação de 3, 4 e 5 PIS , em geral hã n e c e s s i ­
dade de transform ações de coordenadas e mudanças de e s c a ­
la. 0 projetista pode evitar a transformação de coordena^ 
das se tomar a origem do plano movel como o ponto útil do 
acoplador. As mudanças de escala podem ser evitadas se o 
círculo de inflexão for definido coirr di âmetro unitario na 
escala original.
A especificação dos casos de 4 PMS (P-P-P-P, PP- 
P-P, PP-PP, PPP-P, P P P P ) 9 com èxceção de PPPP podem ser re_a 
lizadas com as indicações ja fornecidas. A especificação 
de 4 PIS no sistema especial de referencia fica completa 
com a definição dos valores de a 3 e b 3 , o que pode ser fei_ 
to de finindo-se características da cubica de curvatura es^  
tacionãria,
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■ 1 1 1
-----------------" 4* ------------------  = -------
M sen 0 N cos 6 r
que i o lugar geométrico dos pontos do plano móvel que pos^ 
suem 4 PIS sobre um círculo ( K 1 = 0). Os valores de M e 
N ficarn definidos quando são escolhidos dois pontos A ( r , 0 )/x /i
e B(r ,en ) do plano móvel como pontos da cúbica. As condiB B “
ções do problema indicam que pontos devem ser escolhidos. 
Um dos pontos, por exemplo, A, pode ser o ponto do acopla 
dor enquanto o outro, B, pode ser escolhido sobre o c í r c u ­
lo de inflexão. Nesse caso, B será o ponto de Bal!, que 
possui 4 P I S  sobre um círculo de raio infinito.
Obtidos M e N, os parâmetros de movimento para 





Com estas consi deraçoes ficam estabelecidas o r 
entações para a es pecificação dos casos de 5PMS (P-P-P-P-P, 
PP-P-P-P, PP-PP-P, PPP-P-P, PPP-PP, PPPP-P, P P P P P ) ,jcom ex 
ceção de PPPPP.
Quando é utilizado o sistema especial de referijn 
cia, obtém-se a expressão
3
a. + 4b. - (4a. - b, + ---  + 5) tan 0 +* + 0  3 *+ or ¿
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4a 3 + 9 b 3 3 
+ (---------) tan 6 : sen 0 - 4  ----  sen 6 + -  eos 6 = 0
y' f P
que define o Tugar geomét rico dos pontos do plano move! que 
po ssuem K" = 0 . Essa expressão permite a de terminação de
a k e b , quando aplicada a dois pontos M r » »  6 „ ) e/i /i
B(rg , 0 ) do plano m o v e l .
A P E N D I C E  4
A TRANSFORMAÇÃO FUNDAMENTAL DA TEORIA PMS
As expressões que perm it em a tra nsformação de co^  
ordenadas do sistema movei para o sistema fixo são dadas 
por (2.2,1) e são básicas no tratamento analítico da sínt£ 
se de mecanismos-. Nessas expressões, as coordenadas (X,Y) 
caracter iz am  pontos de precisão, isto é, posições f i n i t a ­
mente separadas (PFS) que um ponto do plano mõvel assume 
em relação ao sistema fixo de referência. A essas p o s i ­
ções corresp on de m deslocamentos finitos do plano mõvel.
A Teoria PMS cons i dera , também, posições infinj_ 
tesimalmente separadas (PÍS) do plano mõvel, que levam a 
deslocamentos infinitesimais dados por (2.2.6) com
X 1 = -X sen ¢ -  y cos ¢+-7-/ i a ( <í>) }
d<P ( 1 )
A
Y ' = x cos ¢ -  y sen {&(<!>)}
A consideração de PIS leva, portanto, as derive
das das funções X ( <j> ) ■ e Y ( ¢) ) dadas por (1). Essas der i(
vadas são de primeira ordem na teoria de 2 PIS, de segunda 
ordem na teoria de 3 PIS, de terceira, na teoria de 4 PIS 
e de quarta, na teoria de 5 PIS.
A maior contribuição trazida pela Teoria PMS ã 
síntese de me canismos foi a de permitir um tratamento ana
7 8
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iTtico unificado para PFS e PI'S, -o que foi feito sob o t í ­
tulo PMS. Essa unificação exigiu o de se nvolvimento de ex_ 
pressões algébricas validas s im ultaneam en te  para PFS e PIS. 
Daí, a necessidade de gen er al ização das expressões (2.2.1). 
Colocando as expressões (2.2.1) e (1) lado a lado, vê-se 
que essa ge ne ralização é possível na forma (2.2.9), que se 
constitui na transformação f u n d a m e n t a l . da Teoria PMS. Com 
as expressões (2.2.9), X e Y são pensados generi camente, i s_ 
to ê, dentro da Teoria PMS.
Os índices g , k ,1 são próprios da teoria PMS e 
foram introduzidos para caracterizar PFS e PIS. Quando 
k = 0, as expressões (2.2.9) são adequadas ao tratamento 
de PFS e reduzem-se as expressões (2.2.1). Quando k í 0 , 
trata-se de PIS.
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A P Ê N D I C E  5 
GLOSSÁRIO
AC OPLADOR ou PLANO ACOPLADOR ë o plano obtido quando a bar 
ra acopladora do quadrilátero articulado é- expandida e 
pensada como um plano. Na Figura 1.3 a barra a c o p l a d o ­
ra é A B q u e  liga os pivos moveis, e o plano acoplador 
é o plano mõvel E.
CENTRO INSTANTÂNEO, ou centro instantâneo de rotação é o 
equivale nte ao põlo de rotação quando é considerado um 
de slocamento infinitesimal do plano acoplador.
CENTRODO é o equ ivalente a polodo quando é considerado o 
de slocamento contínuo do plano acoplador.
CÍRCULO DE INFLEXÃO e o lugar geométrico dos pontos do pla^ 
no acoplador q ue -p os suem 3 PIS sobre uma reta do plano 
f i xo .
COBICA DE CURVATURA ES TAC IONÁRIA é a cúbica dos pontos de
y
círculo quando são consideradas 4 PIS do plano movei.
CÜBICA DOS PONTOS DE CÍRCULO ë o lugar geométrico dos pon 
tos do plano movei que assumem 4 PMS sobre um círculo 
do plano fixo.
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PÕLO ou P0LO DE ROTAÇftO - Considerando duas posições m, n 
do plano movei E, o polo é o ponto do plano fixo que 
permite rotação pura de E da posição m para n e vice- 
versa, quando nele for rotulado.
P0L0D0 é o lugar geométrico dos pontos que assumem a fun 
ção de polo durante o movimento do plano acoplador. 0 
polo'do fixo corresponde ao lugar geométrico desses pon 
tos no p l a n o f i x o .  0 polodo mõvel é o equivalente so 
bre o p 1 ano m o v e l .
PONTO DE CIRCULO é o ponto do plano movei que assume posi 
ções sobre um circulo no plano fixo.
PONTO DE PRECISSO - Na síntese analítica, os pontos de 
precisão são aqueles previamente especificados para 
controlar o de slocamento do plano m o v e i .
SISTEMA ESPECIAL DE REFERÊNCIA e aquele em que os siste 
mas movei e fixo são coinc identes na posição inicial 
tendo o polo como origem comum e, respectivamente , a 
tangente e a normal ao c í r c u l o‘de inflexão de diâmetro 
unitário, no pólo, como os eixos coordenados.
RE-FE REN Cl AS B I B L I O G R Á F I C A S
TESAR s D.; ES CH EN BACH , P.W., "Four Multiply Separat ed  
Positions in Coplanar Motion", Journal of Engineer 
ing for Industry, maio, 1967, pp. 231-234.
TESAR, D. , "The Generalized Concept of Three Multiply 
Separated Positions in Coplanar Motion" , Journal 
of Mechanisms, Vol. 2, 196?, pp. 461-474.
TESAR, D., "The Generalized Concept of Four Multiply 
Separated Positions in Coplanar Motion" , Journal 
of Mechanisms, Vol. 3,. 1 968, pp. 11-23.
TESAR, D.; SPARKS, J.W., "The Ge ne ralized Concept of 
Five Multiply Separated Positions in Coplanar Mo 
tion", Journal Of Mechanisms, Vol. 3 , 1 968, pp. 25-33.
TESAR, D . ;  SPARKS, J.W.; WALTERS ,.W . T ., "Multiply S e ­
parated Position Synthesis", publicação da ASME, 
Conferência de Mecanismos de Atlanta, Gainesville, 
Florida, outubro, 1968.
ZANINI , J.C., “Investigation of Methods of Linkage 
Synthesis", tese de doutoramento, Victoria U n i v e r ­
sity of Manchester, junho, 1975.
83
[7;] TESAR, D.; DOWLER, . H.J.; DUFFY, -J., " A- Generalized 
Study of Three Multiply Se parated  Positions in Sphe 
rical Kinematics", Me chanism and Machine Theory , 
Vol . 1 1 , 1 976 , pp. 395-41 0.
[8] TESAR, D.; DOWLER, H.J.; DUFFY, J., " A  Generalized 
Study of Four and Five Multiply Se parated Posi - 
tions in Spherical Kinematics - II" , Mechanism and 
Machine Theory, Vol. 13, 1978, pp. 409-435.
